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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность работы. 
Одна из об:щстеi1 комбинаторной гсо~н')трии теории замощсний IIро-
странства интенсивно рювиваетс.н на протяжении последних ста лет. О;пrако 
она имеет древнюю ис-горию. Известно много древних и средневеконых орна­
ментов в Европе. Африке и Аши, состав.1енных из повторяющихс){ мотивон 
[5J, [7J, [10]. 
Ост~-~.повимся на замощсниях евклидоной плоскости. Совакутюсть за­
мкнутых ограниченных фигур Т = { Р1 , Р2, . . . , Pk, ... } пазьшастси за~юще­
нием плоскости, если фи1·уры расположены так, •по они не имеют общих 
внутренних точек, и их объединение есть нся плоскость. Плоскость, выложен­
ную фигурами, на·1ынают мо:Jаикой, а фигуры :щмощения •щсто называют 
п.:титками. Рассмотрим :m.дa•ry замощспи» плоскости конгруэнтпыми много­
уго.lьниками. Буде~1 говорить, что \1Iюгоугп;rышк замощает п:юскоеть, ec:m 
существует замощение шюскости м:югоуго.'!ьниками, конгруэнтными данно­
му. Такой многоугольник будс::v! называть мозtlичпым, а мозаики из конгру­
энтных :.tHOI'O}TO.lЬHИKOll Называют МОНОЭдра.;!ЬНЫМИ [10j. 
Мпоrис МОЭ<iИКИ облад<iюТ симметриями, то сеть они совмещаютем с со­
бой под действием некоторого движения плоскости. Ес;rи среди сим~;етрий 
мозаики есть две пеколлипеарныf~ трансГtнции, то мозаика нвлнето1 t:ериuди­
ческой. R такой мозаике можно выделить область, эаполпяющую всю п:юс­
кость бю нробе:юв н на.;южений при пара.нлельных переносах. Можно ностро­
ить периодические и пелериодические моноэдра.;Iьные :vюзаики, используя од­
ну и ту же п .. '!итку jl 0]. Отде.1ьный к.:а"1Сс мозаик составляют изоэ;\ра.lьные 
мозаики или мозаики, транзитивпые Ш> плитках [10/. Изоэдра..lЫiа>! мозаика 
- это мозаика, 'IЫI группа сим\\·tетрий действуст транзитивпо на плитках, т. 
е. каждая плитка мозаики может быть перенедена в .1юбую друt·у1о плитку 
мозаики с помощью симметрии этой мозаики. 
Кроме тm·о, часто рассматриваются мозаики, наэьшасмыс норма.'!ьными 
(или мозаиками "ребро к ребру"). Мшаика называется норма.:1ыюй, если пс­
реесчепис любых двух смежных се п.1иток является ребром или· nершиной 
каждой из них. 
Если плитка изоэдра.,1ыюй нормальпой мозаики - это выпуклый много­
угольник, то ·rакую мозаику часто на.>ываЮ1' нравильной. Впервые понятие 
правильного замощения плоскости и пространства дал Е. С. Федоров в своих 
работах еще в конце XIX- пача.1с ХХ вв. Бго труды, касающисся этой темы, 
переизданы в [3], [4]. Плитку в с.1учае nравильного замощения плоскости он 
называл планигопом. В [1] Б.Н. Делоне предложил идею нахождения всех 
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типов правильных мозаик па плоскости. В [8], [9] Грюнбаум и !Ileпnapд изу­
чмн изоэдральные и и::юi'UНаJiьные мо~аики (под изогона:1ьным замощением 
понимается замощение плоскости, чья груnпа симметрий дейстнует транзи­
тивно на вершинах рн.збиения). В работе [б] Долбилин и Шаттшнейдер также 
описывают многоугольники, допускающие изоэдральныс мозаики. Если t'руп­
па симметрий мозаики 1 ейстнуст транзитишю па блоке из k плиток мозаики 
при k > 1, то мозаика нюьшастсн k-блок тратпитияной и.:ти k-изоэдра.тrьпой. 
Остастен до сих пор нсрешспной задача нахож;,снин и классификации 
многоугольников, которыми можно замостить н:юекость. Такие :-.юзаики нк:Iю­
чают в себя как k-блок транзитивные (k ~ 1), так и пепсрио;.шчсские моза­
ики ... i!юбой треуrо.'!ьник и Ч()ТЫрсхуго;н,ник замощмт п:юскос1ъ, при этом 
:vю:щики могут быть как изоэдра.пьныс. так инепериодические llOJ. 
Остановимся на :щдаче нахождения выпуклых мтюгоуг()льпиков, которы­
ми ~южно зы.юсти·tъ п;юскость. Известно. •по выпуклым мrюr·оут·о;rьншшм, 
имеющим более б сторон, замостить плоскость нсвщможно, дою:~.эате.1ьство 
этu1·о утнерждf1НИЯ прине;tено в [131, [15]. Мо:шики из ш~стиуi'ОJinникон были 
rютюс1ъю иссJТсiщвапы в HJ18 г Гейнхар.1о~1 [14J. Тнких шсстиуго:rышков 
()K<J.:Jf\.JIOCЬ 3 ра:!_'ТИ'!f!ЫХ TI1Jiit. 
Проб:IС:>.!а Построснин ис•rерпывн.ющсй кла.ссификации ньшук.1ых ШI'Т'И­
уго:rытиков, которыми можно замостнть п:юскостi,, остаеТС>I до сих пор асрс­
тенной. Было найдено 14 ти1юн таких JIЯТИ.УJ'ольникон. Но ;щ сих нор нет 
)r.окааатс.:Jьства rroJirюты имсющсгося псрсчпя. 
Некоторые мо:m.l'.ки и·з выпуклых пятиуго:rьников были известны еще n 
древности [lбJ. Псрrш.J.т попытка классифицировать пятиуго.1ьпики, которые 
:щмопщf<>Т плоскостr, бы:rа сле:IйШt n 1918 г. Гейнхардо~1 в его докторской дис­
сертааин [14]. Он неречис.'111JI шпъ раз_Iичных типов таких пнтиуrо,1ьников 
(типы 1 - 5 из списка, nривс;rснrrого ниже). J3 1968 r. Ксршнер нашел еще 
три тина пятиугоJiьникоJ!, за~ющающих шrоскостn [12] (типы б, 7, 8). Один 
тип пнтиуrо.1ьников был найден Джеймсом в 1975 г (тип 10). Еще четыре 
пша пнтиуrо_'JJ,ников па.йдrты Ра.йс в 1976 - 1977 гг (типы 9, ll, J 2, 13). 
Послс.:..~ний 14 тнп в 1985 1·. откры,1 Штейн. 
Персчислим IIJ типов пятиугольников, которыми 1\.IOЖIIO замостить п;юс­
костn. ОбозначИ~IIIОСЛедовате_lЬНЫе вершины нятиуголnника Хо, х!, Х2, Хз, 
Х.1, cro yr:IЬI- соотпстствсшю х0 . х 1 , х2 , х3 , х4 . Длины сторон пятиугольника 
С; = IX;-J X;l, i = О, 1, 2, З, 1, индексы в IЮСЛС/~нем равснстuе берутся по мо­
дулю 5. Известны следующие типы пятиугольников, замощающих плоскость: 
1. ха + х1 = 1 80о; ммнмстеРстnооБРАЗоsАнмякКАn:мРОСсм.-.скаilсf.ДЕРА.IоiМ• 
2. ·•·о ·t· х2 = 1"0", С! ..",. С, ФГАОУВПО КФУ •КАЗЛНСКI\Й (ПРИ80•1ЖСКИЙ) w о ФUtPi~1b/1biЙ УНИВЕРСИТЕТ• 
ОГРН 1CZ11DI8~1391 
Научная библиотека 
им.Н.И.Лобачеuского 
:~.то= х2 = хз = 120°,Со = С1 ,С~ = С2 + С4 ; 
4. хо - Х2 ~ 90°,Со- С1,С2 ~ Сз; 
5. :r2 = 2хо = 120с , Со = С1 , С2 = Сз; 
6. Х] + X:l ~ 180" , Хо ~ 2хз, Со =с с]= С2 , C:l = С4 : 
7. Хо t 2хз-" 360°, Х2 + 2xl = 360°, Со~ cl = с2 = Сз; 
8. Х] + 2xu ~ 360°, Х2 + 2хз = 360°, Со=(\ .,.., с2 = Сз; 
9. Xt ·1 2х1 - 360°, з;2 t- 2хз = 360°, Со"" cl ~-= с2 '~ Сз; 
10. Х4 = 90° , Хо + Хз = 180°, 2xl- Хз = 180°, 2х2 + Хз = 360°, Со= с4 = 
С1 +С:1 : 
11. :ro = 90°. Х2 + Х4 = 180°, 2xl + Х2 = 360°, Сз = с4 = 2Со + С2; 
12. Хо с~ 90°, Х2 + Х4 ,--, 180°, 2xl + .:r:2- 360°, 2Со = Сз = с2 + С1; 
13. Ха -'- Х2 = goo. 2XJ ~ 2х4 ~ 360° - :rз, с2 -~ Сз, 2С2 "-' C.t; 
14. Х3 = 90°, :ro + х2 = 180°, хо + 2х4 = 360°, С0 = 2G2 = 2С4 . 
В работах [10], \16], [18\ нерсчислсны нее эти типы шtтиуt·о.1Ы111Кон, н 
приведсны примеры мозаик из таких пятиугольников. 
U 1982 г. Jllаттшнейдер [17] представи:Iв. списки выпуклых и невnlllуклых 
равносторонних пятиугольников, эамощающих плоскость. Н 1985 г. Х;шт и 
Хиртхщт [11] дпкюали rю.1ноту списка Шаттпшейдер выпуклых раnноето­
рапних пятиугольников, замощающих плоскостт •. В 2001 г. в [21] и в 2004 г. в 
[24] привелсна новое доказате;rьство по.1поты этого списка. 
О;~ной из задач проблемы нахождения выпуклых пятиуго;Jьников, замо­
П\ающих плоскость является :ш,да.ча нахождения выпуклых пятиуго;Iышков , 
за.мощаюших шюскостh норма.пьно. Остановимен на этой задаче. 
С 1999 года вышел ряд публикаций япппских авторов Сугимото и Ога­
на л нпонеком журнн.Jiе Forшa с результптами их исследований пормал~>ных 
мозаик . В работах [19], [20] авторы попытались к.аассифицировать извест­
ные пятиугольники с четырьмя равными сторонами, замотцающих п.1оскость 
норммьно. В работе IO.l'. Никонорава и В.В. Чинакона \2] рассматриваются 
пятиугольники, ~1амощаюrпие плоскость регулярно (под регулярной мозаикой 
понимается изr)Эдра.льная нормальпаи мозаика, чья группа симмс-грий вклю­
чает тo;InKo собственные прсобрн.:ювании нлоскпсти). 
Многие авторы ра.:~де,1яют пятиугольники по типам в соответствии с ра­
венствами /\ЛИН сторон пнтиугольника. С учетом этого имеется ровно 12 раэ­
личпых типов пятиугольников . 
В работах многих авторов [6], [19] , [20[ и в моих работах используется 
понятис короны для плитки мозаики . Некоторое множество плиток, конгру­
энтных Р, называется короной для плитки Р, сели выполниютс}J условин : 1) 
нлитки этого множества эамощают часть V плоскости; 2) плитка Р содср-
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житr.я nнутри V; :3) это множсr.тnо минимально r. уr.:ювии:vш 1 и 2. 
Длн того, чтобы существовала :vюзаика и:i ньшуклоrо пнтиjтольникн, 
необходимо, 'lтобы сущсствова.Jiа корона д:1я каждой плитки :-vюзанки. R 2005 
1'. в [25\, а зат~м в 2009 г. в [26] нриведена и;1ея нахожл.енин ШIТИУI'оЛьников, 
замощающих плоскость нормально. Эта идея включает н себя по.111Ый пере­
бор, который был провсден с по:vющью пакета математи•1еских вычиr.лепий 
"Maple" . Резу.1ьтаты этих исс.:нщований доК.lRДЫВа.lись автором па копфереп­
ЦЮIХ. R ;~алы1сйшс~1 компьютервый персбор был поmюс1ъю иск:почсн [28] -
[31[. 
Цели работы. 
- Ilсречисленис ncex выпуклых нятиуi·о;ll,ников, которые :1а~ющают н:юс­
кость IIO!JM8..1ЬHO. 
- Локазателuство, •по полученный список выпук.1ых пятиуrо.1ышков, 
замоЩаЮЩИХ II.'IOCKOCTb IIO]JM8..'1ЫIO, ПОЛНЫЙ. 
Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми. Описа­
ны нее тины выпуклых пятиугольников, замощающих 11:юскоеть нор~1ально. 
ДоКR:i!ЩО, ЧТО :JТОТ СПИСОК ПО.111Ь!Й. 
Теоретическая и практичсская :iначимостJ •. Дисrсрт~ция носит тео­
ретический характер. Резу.'IЬТН'JЫ мо1·ут бытJ, исiюльзонаны 13 да..;Iы!сйших 
исслrщованиях разбиений плоскости и пространства. 
О<.;ноnные результаты. 
1. Докn.зюrа 
Теорема 1. Выпуклый пятиугольник тогда и толuко тогда замощает 
плоскость пормалыю, когда оп относится к одному из следующих тиnон: 
1. хо + х1 = 180?, Со= С'2 или Сз = С4 ; 
2 . .r0 1- х~- 180", С1 -,- С3 , С0 со С2 : 
3. Xn = Xz = 90°,CI) =с,, с~= Сз; 
4. Х2....., 2хо,..., 120°,Со = С1,С2 ~ Сз; 
5. Х[ + Х:!-' 180°, Хо ""2хз, Со~ cl = с2, Сз ~ С4; 
6. Хо + 2хз = 360", Х2 + 2х, = 3{iU0 : Cn =с, = с2 = Сз; 
7. Х1 + 2хо = 360°, Х2 -1- 2хз = 360°, Со= G't = с2 = Сз ; 
8. Xi + 2т4 = 360?, Х2 + 2хз = 360°, Со= cl = с2 = Сз. 
2. ДоказС~.но утнерж.п:ение, что в любой нормальной rrятиуго;Iьной мозаи­
ке найдетем хотм бы один пятиугольник, для которого набор степеней вершип 
о,1ин ю r.ле,1ующих: (3,3,3,3,3), (3,3,3,:~,4), (3,3,3,3,5), (3,3,3,3,6), (3 ,3,3,4,4). 
3. Приведсна новое доказательство по"1ноты списка выпуклых равносто­
ронних пнтиугольников, замощающих п:юскость. 
4. Найдены все ноные вьшуклые неравносторонние пятиугольники, име-
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IOЩifC корону. 
5. Док:1.>1Шо , что ни одна и.з корон нз найденных п:птиую,1ьникон не мо­
жет быть продолжена ;.ю мозаики. 
Апробация работы. Основные ре:.~ультаты диссертации доклалывались 
на следующих научно-исс:Iедовательских семинарах и научных конфсрен­
Т(Иях: 11 ВсссиGирский конгресс женщин-математиков, Кра.сГУ, Красноярск, 
2002: III Вессибирский конгресс жснщин-математикон, КрасГУ, Красноярск, 
2004: МеЖl\УПародпа:п конфере1щии "'vlа.пыtевские чтепи:п" Институт 1ШlТС~1а­
ТИЮ1 СО РАН, Новосибирск, 2005; 11еждународная конференция "11а.·rыtев­
ские чтения", Институт :математики СО РАН, Новосибирск, 2009; Общегород­
ской аJirсбраический семинар, руководите:rь: нроф., д.ф.-:v1.н. IЗ.Н. Ремеслен­
ников, Омский фи.1иа.ТJ Института :.1атсматики и:v1. С.Л. Собо.1сва СО РАН, 
20 l]; Сс~шнар "Гсо~1стрпя, топология и их приложспия", руководитс:п.: ака­
демик, ;.!.ф.-м.н. И.А. Тайманон, Институт математики им. С.Л. Соболева СО 
РАП, 2012: Семипар "Инварианты трею.1ерных многообразий", руконодитсль: 
ч.1.-корр., д.ф.-ы.н. А.Ю. Веснин, Институт математики им. С.Л. СобоJiева 
СО РАН, 2012: Мсж..'\УНародпая конфсреНI(ИЯ "Дни геометрии в Ноuосибир­
скс, 20] 2", Институт ~ш,тематики им. C.Jl. Соболева СО РАН, 30 августа - 1 
сснтнбр:п 2012 t·: Се:-.шнар кафедры математи•1еского ана.1иза КсмГУ, руково­
дитель: д.ф.-м.н., профессор Н. К. Смоленцсв, Кемеровский государственный 
университет, 2013 1·: Семинар кафедры :vrатематического анапиза А.тгГУ, ру­
ководитс:rь: к.ф.-м.н., А.Н. Саженков, Алтайский госу,'\арственный универси­
тет, 2013 г. 
Публикации. Материалы дисссртн.ции опубликованы в 4 статьях, а так­
же n тс:шсах докладов па конферf'нцинх. Список указанных работ приведсп 
в конце автореферата [21] - [31]. 
Структура и объем диссертации. Дисс~;ртация состоит из содержа­
ния, введения, шrrи глав, :щключени:п, списка литературы, содержащего 41 
наименование, включая работы автора. Допо.1пительно представ.:тепо при.lо­
жс:ние на 15 страницах. Общий объем дисссртаrщи 149 страниц. 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во Введении обоснована актуа.льность диссертационной работы , сфор­
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показа­
на теоретическая значимость полученных результатов, представ.'lены выно­
симые на защиту научные положсни:п. 
Первая глава содержит формулировку основного результата диссер-
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тации и основные определения и обозначения , Иt:IЮ.'1юуемые в да.пьнейшем . 
Глана состоит из двух параrрафов . 
R параграфе 1.1 сформулирован основной результат диссертации в ви,1е 
Теорема 1.1. Выпук.:rый пя·t·иу•·ольник то1~1а и то:н,ко тог.:tа эамощает 
плоскость нормально , когда. оп ()Тl!осится к одному из следующих типов: 
1. Хо ;- Х! = 180°, Со·~ с2 ИJ!И Сз.,..,. С4; 
2. Хо + х~ •'-- 180°, с! '- Сз. Со = С2: 
3. Хо =-~ Х2 = 90°, Со= С\, с2 = Сз ; 
4. Х2 .,.., :.!хо ..." 120°' Со ·~ с. : с2 ..,. Сз: 
5. Х! + Хз::::: 180", Хо::::: 2:r.з , Со::::: cl::::: С2, Сз = С4 ; 
6. Хо + 2x:i = 360°, Х2 + 2xl ~ 360°; Со~ с. ·-с с2 - C:j: 
7 .. 7:) 1· 2хо- 360°, Х2 1 2хз ~ 360° . Cu-"' С; - с2 ~ Сз ; 
8. Xt + 2х4::::: :~fi0° , Х?. + 2х~ = :360°, Со= с. = с2 =с~ . 
Оrепснью нершины плитки Р 11азывастсн 'IИCJ IO сходнщихсн в ней няти­
уго:Iыrикоu. 1l113oi!eM строку (а0 , .. . , <ч) набором степспей вершип плитки Р, 
•ле каждое иэ •шсел Lti шmяетсн степеныо олнС1й иэ в';ршин Р; а; и а1 при 
i .;.. j .>!Нl}{ются степенями разных нсршин: an ~ ... ..:; (Х .1 . Дока:>атсльстно 
тсорРМЫ J .l оспоnыва.стся на с:rс;(ующсй теореме. 
Теорема 1.2. В .1юбой нормальпой пятиугольпой МlУИИКf' шtйдется хотя 
бы ~):~ин пнтиуголышк , ,Т\ШI которо:-о н<iбор стенспей вершип один из следую­
щих : (3 , 3, 3, 3, 3) , (3 , 3 , 3 , ~-1 , 4) . (3, 3, 3, 3, 5) , (3 , :3,3 , 3, 6), (:~ , 3 , 3 , 4 , 4) . 
Приnодитсн нoюt:iaTCЛLCTIIO ЭТ()Й теоремы . В параграфе 1.2 нводятся слс­
.' (утощиr: !ЮННТИН. 
Нюоnем последователыюстr, li ( Р) из пяти цифр типом П}{ТИуrольника 
Р. Каждан цифра тюсж•дтщтс;н,ноr.ти 6( Р) нрипимаст значение от 1 до .5. 
Нанример, :щпнеn д(Р) с~ 11212 o:.itн\.'1/WT. что 1!. Шf'l'ИYl'OJIЬIIИKt: р Со--" С;-= 
Сз, С2 = С4. Cu #- С2. Имсетс.;я ровно 12 различных д-типов: 12345, 11234, 
11232, 12134, 12123, 11213, 11212, 11223, 11123, 11122, 11112, lJlll. 
Некоторое множсст11о п:rиток , конrруэnтных Р. на.-,ывается коропой д;тя 
плитки Р, ес:ти nшюлннютси условия : 
l) 11:1итки этш·о :..шожсстна :щмощают часть V п:ruскости ; 
2) п:rптка Р содержите>! BHj"''pи V ; 
:J) зто множестно минимально с ус.'!овиими 1 и 2. 
Ннэовсм плитку цснтрвлыюй , есл11 она имеет корону и набор степеней 
се верпrин удовлетворяют эаклю•rению теоремы 1.2. 
Пусть i 1i 2 ... ik сочетание с повторениями на пяти симво.1а.х: О, 1, 2, 3, 
4. Будем называть такое сочетание меткой плитки Р, если на плоскости су­
ществует такое распо:южение пнтиугольников Р1, Р2, .. . Pk, конl 'рузн·rных Р, 
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)\ЛЯ КОТС>рОГО ВЫПОJ!I!ЯЮТСЯ ТрИ ус:IОВИЯ (рис. J ( n.)): 
а) некотора>J точка О шюскости ивлие'Гс>J общей 11ершиной углов i 1, i 2, 
... , ik шпиуr·о;rьпиков Р1 , Р2 , ... , Pk, соответственно; 
б) каждан дру•·ая точка некоторой достаточно малой окрестности О , не 
Л<'жаща.я на сторонах п.итиуго:rышков, попа,аает внутрь ровно одного пяти­
угольника иэ списка; 
в) каждая то•rка, .1сжащая па стороне. выходящей из О, одного из пяти­
уголыrиков прина;rлежит ровно двум пятиугольникам из пашего списка, то 
ес1ъ стороны смежных nятиуго.1ьнико11 равны. 
Множество всех меток Р будем обозначать символом М(Р) или М. 
М€1тки IJ, ш сог;щсованы, ес:IИ им оТВ€1'rают никлы Р1 , ... , Pk 11 !'{ , .. . , Р( 
тюкруг вершип О и О', соответствсшю (рис. l(b)). Причем, отрезок 00' явля­
ется рr!брпм , и инцидентпые этю1 вершин:н-r пары п.1иток в циклах сонпа,аают. 
В нроти1шо~! с:rучас ~1ы J'Оtюри~1, •по метки несuг,lасованы. 
(а) (Ь) 
Рис. 1. 
Резу.о,та:гы нервой 1 ·:rаны получеfiы :rи•rно автором и оnубликованы в 
работе [28]. 
Во второй rлсt.ве исследуютсн равносторпнние мозаичные шпиугот.ни­
КJ{. Для ошtсапюr таких пятиугольников предположим, что длина стороны 
питиугС>.1Ыrика раuпа 1. 1' .. 1ава спстоит из двух параграфов. 
В параграфе 2.1 nриведен список рамноеторовних мозаичных пнтиуrоль­
нпков . 
Теорема 2.1. Равносторонний выпуклый нятиуго.lт,ник замощает шюс­
кость тогда и только тогда, когда сумма каких-нибудь двух углов равна 180°, 
и:rи уг.1ы э1•ого равностороннего выпуклого пятиуго:rьника хо, х 1 , х2, хз, Х4 
удов .. 1створяют с .. 1едующей лштсйно!\ системе уравнений 
{ 
хо + 2х1 = 360°, 
х2 + 2х4 = 360°. 
Представлена основная идея доказательства теоремы 2.1, даннос в рабо­
те [llJ Хантом и Хиршхорно~!. 
В параграфе 2.2 представлено другое доказательство теоремы 2.1. Это 
;юказатеJтьство основывается па следствии к теореме 1.2 из nервой главы . 
9 
Следствие. R любой нормальной мозаике и:J выпук.;тых нитиугольников 
вайдетси плитка, у которой, по крайней ~1сре, три вершины имеют степень 
три. 
Это утверждение нолучено автором совместно с научным руководителем 
Кабенюком М.И. Результаты второй главы опуб"1икованы в работах [21[. [24]. 
В третьей главе исследуются пятиуго.:тьники с чстырьми одинаковы~1И 
сторонами, то есТ!> тип пятиугольпика Р д(Р) = 11112. Глава состоит из семи 
парагря.фов. 
IЗ нараграфе 3.1 сформуJJИрована теорема, содержащая основной реэуль­
тат этой главы, основные фор:vrу.:ты и всномогатсльныr; утвсрж.нсния- леммы 
3.3- 3.11. IЗсю}\У З.'\ССI> мы придержинаемся нумерации, при которой нерные 
•1стыре стороны имеют равные д.1ины. Однако ясно, что ,ц.1н заданного пя­
тиуго:rьпикn тnких нумср1щий имеется две. O,rцra ю другой rю:1учается заме­
ной О н 2, 3 f-+ 4. Такую :-замену :..1ы на:~ьrвас~t си~tмегрией, а обе нумерации 
вершип -- ,допустимы~rи. О;rпа И:.J л:вух допустимых нумераний выбирается 
е.Iу•rайно. 
IЗводнтс>J множествн. выпуклых пятиуt·о.lышков Т,, уг:rы и стороны ко­
торых удовж~тноряют соотJюmениям, персчисiспным в i-м пункте теоремы 
1' i -- 1' ... ' 8. 
Теорема 3.1. Если Р -- псптраш,ная п:титка, и б(Р) = 11112, то Р Е 
т] u т2 u Т..1 u т1 LJ 'n u т, u 78 либо р имеет ОДИН из четырнадцати наборов 
уr:юв (л;ля пекоторой /lQIIустююй пумерации вершин): 
l. J:u ~ 9:3, 00°, J;l -,- 120": Х2 ~ 133, 47". Х:1 ~ 73, 4 7°, Х4 . .", 120°; 
2. Хо ~ 94, 56°, Х1 ~ 113, fi4°, Х2 ~ 132, 72°, J;;! :::,: '15, 9°, Х4 ::::: 123, 18°; 
:1 .. ro ~ 88,71°, Xt ~ 1:~5, f!5°, х2 ~ 74, 78°,Хз ~ 135,65°, Х4 ~ 105, 21°; 
4. Хо ~ 81,2° 1 J:l ~ 139,4°,Х2::::: 69, 7°,Х:! ~ 139,4°,Х4 ~ 110,3"; 
5. Хо = Xt = Хз = 120°, Х2 ~ 94,34°, Х4 ~ 85, 66°; 
6. :r0 ~ 108, 28°, х 1 ~ 12.'), 86°, з:2 ::::: 78, 05°, :1·~ ::::: 140, 98°, х4 ~ 86, 83°; 
7. :ro ~ 129, 13°,Xt ~ 90°,Х2 ~ 101, 74°,Хз = 135°,Х4 ~ 84, 13°; 
8 .. ro ~ 12fi,42",Xt ~ 77,86",.1:2::::: 107, 1fic,Xз ~ 141,07°,Х4 ~ 87.49°; 
9. Хо ~ В:З, 32°, XJ = 120°, х2 ~ 78,34°, Хз ~ 138,34°, Х1 = 120°; 
10. XQ;::;:: 124,2:1°, Xt ~ 82,82°, х2 ::::: 111,54°, Хз ~ 124,23°, х4 ~ 97, 18°; 
11. Хо ~ 75,96°, :z: 1 ~ 142,02°, Х2 ~ 66,05°, Хз::::: 142,02°, Х4 ~ 113, 95°; 
12. Хо ~ 85,88°,Xt ~ 137,06°,Х2 :=::: 68,53°,Хз :=::: 145, 74°,Х4 ~ 102, 79°; 
13. Хо ~ 128,22°, XJ = Х4 ~ 85,48°, х2 ~ 103,56°, Хз ~ 137, 26°; 
14. Хо = 360° - 2хз, Xl = Хз, Х2 = 180° - Х-1, р f/:. Tl u т2. 
Докнзатсльство теоремы 3.1 излагается в пяти параграфах 3.2 - 3.6 в 
соответствии со с:tедующими возможными наборами степеней v; вершин, да-
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вммьтх теоремой 1.2: 
1. V:J=1J1-3; 
2. 1Jo -= 1J1 '- v2 = 3: 
3. V) = 1J2 = tlз = 3, Vo = V4 = 1; 
4. Vo -= V2 = Vз = 3, V! ""' V4 ".,. 4; 
5. Vo = Vt = Vз = 3, V2 = Щ = 4. 
В нараграфе 3.7 доказывается следующая теорема. 
Теорема 3.2. Пятиугольники, имеющие один иэ 'Iетырпа,ццати наборов 
yrлon, Пf'речие;lенпых в теореме 3.1, имеют короны, но ни u;!На из таких корон 
11е может быть продолжена до моэаики. 
Гсзу:Iьтаты третьей главы по.1учены лично автором и опубликованы в 
рабт·е \311. 
В четвертой главе иссле;~уются пятиуго,1ьники, в которых длины трех 
идущих подряд сторон одинаковы и одинаковы длины оставшихси двух сто­
рон, то естJ, б-тин 11122. Г.·шва состоит из девнти пара1·рафов. 
R параграфе ·1.1 сформулирована теорема, содсржащаи основпой ршуль­
тат этой J'JI!lHЫ, основные формуJiы и вспомогательные утверждении - ·· .•тем мы 
4.3 -- 4.6. Всюду здесь мы придержинаемся нумерации, при которой перnью 
три стороны имеют равные длины и дnе оставшиеся стороны имеют равные 
д"'ТИНЫ. Для заданного пятиуго.1hника таких нумераций имеется две. Одна из 
друтой получаетси заменой О f-+ 1, 2 f-+ 1. Такую замену мы называем сим­
метрией, а обе нумерации вершин - допусти~1ыми. Одна из двух допустимых 
нумсраi\ИЙ пыбираетсн случайно. 
Теорема 4.1. Если Р- центральная плитка, и б(Р) = 11122, то Р Е 
Т1 UT3UT4UTr; .1ибо Р и~1еет один из с.1едующих наборон углов (длн пекоторой 
допустимой нумерации вершин): 
1. Хо '""Х1 о- Хз-= 120°, Х2 = Х4 = 90°; 
2. Хо :=: 140°, х 1 = 80°, х2 :::::: 117,88°, Хз = 120°, Х4:::::: 82, 12°; 
3. Хо = 120°, Xt:::::: 84,74°, Х2 ~ 120°, Хз ~ 120°, Х1:::::: 95,26°; 
4. Хо:::::: 141,33°, Xt:::::: 77,34°, х2 :::::: 102,66°, Хз:::::: 154,67°, Х4 :::::: 64°; 
5. Хо;:::: 141,33°, Xt:::::: 77,34°, Х2 :::::: 122°, Хз:::::: 116°, Х4 :::::: 83,33°; 
6. Хо-'-' 150", Х1 = 90°, Х2 = 105°, Хз ~ 120°, Х4 = 75°. 
Учитывая "симметрию" О f-+ 1, 2 f-+ 4, д.,1я всех наборов углов, кроме 
набора (1). есть симметричный набор. 
Доказательство теоремы 4.1 из"1агается в семи параграфах 4.2 - 4.8 в 
соотnетствии со следующими Jюзможными наборами степеней Vi вершин, да­
ваемых теоремой 1.2: 
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1. Vz '~ Vз ""' V4 = 3; 2. t.11 '-' Vz =- Vз ~ 3: 3. 'L'o ~ v2 _с 11:J ~ 3: 
1. vo =~ 111 = t•з = 3; 5. V(J = щ = v2 = щ = 3: 
6. 'V! - 0 Vз -'- 4; 7. 112 ~ Vз ~ 4. 
В параграфе 4.9 доказывается сле;rующн.я теорема. 
Теорема 4.2. Пнтиуr·ольники, иыеющие один из шести наборов Уl'лов, 
перечисленных н теореме 4.1, имеют короны, по ни одна из таких корон не 
может быть продо.1жена ,L{O мозаики. 
Реэульта:гы четнертой I'JНН!Ы получены ли•Iно автором и опубликованы н 
работе [:!1]. 
В пятой главе исr;ледуются вятиугольники д.1я оставшихся :Lевяти ти­
пов д(Р). Г.1ана состоит из четырех параграфов. I3 параграфе 5.1 сфор~!у:rи­
рована 
Теорема 5.1. Ес.1и Р --плитка типа д(Р) = 12345, то она не имеет ни 
одной короны. Если тип центра.Jrыюй плитки Р один из следующих: 11234, 
] 1232, 12134, 12123, 11213, 11212, 11223, 11123, ТО ОН lllJИHa.,{.'ICЖИT ОДНОМУ 
из множеств Т;, ·i = 1, 2, 3, 4, .1ибо имеет один из четырех наборов углов: 
1. :J:o = 180°- Х4, XJ - 90° + Х4/2, Х2 ~ HI0°- Х4. :С:!~ ~J0° + X.J/2; 
2. з:о ~ 90°,XJ ~ 135°,Х2 "".1:4""' 112,5°,Хз "'90°: 
:~. Хо = Х2 -= l20°,X! = 150°,.Тз = 15с,Х4 = 105°; 
4. Хо _" Х2 = 120°, Х1 ~- 160n, .rз ~ 40о, Х4 ..-- 100n. 
Доказательство этой теоремы включает в себя девять :rемм. Первые семь 
лемм 5.1 -- 5.7 содержатся в параграфе 5.1. В С~тих леммах рассматриваются 
пятиуго:rьники. д(Р)-тип которых один ю слс;rующих: 12345, 11234, 11232, 
121:И, 12123, 11213, 11212. Параграф 5.2 содержит :rемму 5.8, в которой рас­
сматринаютс>r !Штиvголышки t5( Р)-типа 1122~. Параграф 5.:3 содержит лем­
>1У 5.9, в которой рассматриnаются пятиуго.1ыrики 6(Р)-типа 1122:~. 
В нараграфе 5.4 доказывается сле;rующая теорема. 
Теорема 5.2. Пятиугольники, имеющие один из четырех наборов углов, 
персчисленных в теореме 5. 1, имеют короны, но ни одна из таких корон не 
может быть продо.'tжена до мозаики. 
Ре3ультаты шпой главы по:rучепы .1ичrю автором и опубликованы в ра­
боте [28[. 
В Заключении щтве;[спы итоговые результаты диссертаr\ИОНiюrо иc­
C.lCI\OIЩH ИЯ. 
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